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注意事項

1. 監督者から解答を始めるように合図があるまでは冊子を開かない

こと。

2. 問題は全部で４ページある。

3. 問題 I, II の両方に解答すること。

4. 問題 I, II でそれぞれ別の解答用紙を使用すること。１枚の解答用

紙に複数の問題を解答してはいけない。また，問題 I, II のそれぞ

れについて１枚以上の解答用紙を提出すること。

5. 全ての解答用紙に，問題番号と受験番号を記入すること（氏名を記

入してはいけない）。

6. 別途配布する草稿用紙は回収しない。



I
　質量mの質点が，中心力ポテンシャルU(r) (rは原点からの距離)の下で古典的かつ非相対
論的に運動している。

1. 中心力ポテンシャルU(r)の下での質点の運動の一般的性質について考えよう。

(1) この質点の角運動量 ℓ = r× p (rは質点の位置ベクトル, pは運動量ベクトル)が保存す
ることを示しなさい。

(2) この質点の持つ力学的エネルギーE =
m

2
ṙ2 + U(r) が保存することを示しなさい。

(3) |ℓ| ̸= 0とし，z軸を ℓの向きに取る。このとき，ℓ ⊥ rより質点は xy平面上を運動する。
x = r cos θ, y = r sin θとして，運動エネルギー K =

m

2
ṙ2をm, r, θ, ṙ, θ̇のうち必要な

ものを用いて表しなさい。

(4) ℓz をm, r, θ, ṙ, θ̇のうち必要なものを用いて表しなさい。

(5) ℓzは保存量であるので，これを初期条件により固定すると，E =
m

2
ṙ2 + Ueff(r) と表せ

る。この Ueff(r)をm, ℓz, rおよび U(r)を用いて表しなさい。

(6) Eおよび ℓz を初期条件により固定したとき，動径 (r)方向の運動方程式をm, ℓz および
r, U(r) とそれらの適切な微分を用いて表しなさい。

2. 中心力ポテンシャルがU(r) = c rλ (ただし c, λは定数, λ > −2)の形を持つ場合を考え
よう。

(1) λ > 0の場合について，質点が束縛運動するための cに対する条件を求めなさい。その
理由も明らかにすること。

(2) −2 < λ < 0の場合について，質点が束縛運動するための cに対する条件を求めなさい。
その理由も明らかにすること。

(3) 質点が原点の周りを円運動するとき，円運動の半径 r0と力学的エネルギーE0をm, c, λ,

ℓz で表しなさい。また，U(r0)
(
Ueff(r0)ではない

)
のE0に対する比を λで表しなさい。

3. λ = 2, すなわち U(r) = c r2とし，質点が束縛運動する場合を考えよう。ただし，E ̸= E0,

ℓz ̸= 0とする。
なお，次の積分公式を証明なしに用いてよい (0 < x− < x+とする)。∫ x+

x−

dx√
(x+ − x)(x− x−)

= π∫ x+

x−

x dx√
(x+ − x)(x− x−)

= π
x+ + x−

2∫ x+

x−

dx

x
√
(x+ − x)(x− x−)

=
π

√
x+x−

(1) 質点の持つ rの値の範囲を r− ≤ r ≤ r+と表したときの r−および r+をm, c, λ, ℓz, E

で表しなさい。
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(2) 質点の原点からの距離が r−になったときの時刻を t−とし，その次に原点からの距離が
r+になったときの時刻を t+とする。質点の原点からの距離が r−から r+まで変化する
のに要する時間 t+ − t−を求めなさい。

(3) 時刻 t−から t+までの間に，問題 1. (3)で定義した角度 θがどれだけ変化するかを求め
なさい。

(4) 質点の原点からの距離が r−から r+まで変化するときのU(r) (= c r2)の平均値の，力学
的エネルギーEに対する比を求めなさい。ただし，U(r)の平均値は，

⟨
U(r)

⟩
=

1

t+ − t−

∫ t+

t−

U
(
r(t)

)
dt

で計算される。
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II

量子力学に従う質量mを持つ粒子が，鉛直下向きの一様な重力場中で鉛直方向の（１次元）
運動を行うとする。ただし，重力加速度の大きさを gとする。図に示すように，鉛直上向きに
座標 xを設定し，その原点 Oに水平なミラーを置いて完全反射壁とする。すなわち，ポテン
シャルは x = 0で無限大であるとする。

g

m

x

x

O

1. 座標演算子 x̂と運動量演算子 p̂の間に成り立つ正準交換関係

[x̂, p̂] = iℏ

は表示に無関係に成り立つ演算子間の関係である。座標表示では，運動量演算子 p̂は微分演算
子−iℏ d

dx に，座標演算子 x̂は xを掛ける操作に対応する。これを踏まえて，運動量表示での
座標演算子 x̂と運動量演算子 p̂はどのような操作に対応するか答えなさい。

2. まず，定常状態を考えよう。

(1) エネルギー固有値Eを持つエネルギー固有関数 φE(x) (x > 0)の従う Schrödinger方程
式を座標表示で書き下しなさい。それを運動量表示で書き直し，それを解いて運動量表
示の波動関数 φ̃E(p)を求めなさい。ただし，規格化はしなくてよい。

(2) φ̃E(p)から座標表示の波動関数 φE(x)を求める表式を書きなさい。計算は実行しなくて
よい。

(3) 波動関数 φE(x)の概形を，基底状態，第１励起状態，第２励起状態まで，横軸を x，縦
軸を φE(x)として描きなさい。そのような概形になる理由も記しなさい。（φE(x)は位
相をうまく選べば実数にできることに注意。）

(4) 粒子は中性子であるとして基底状態のエネルギー準位を電子ボルトの単位で求めなさい。
ただし，中性子の質量mn = 1.68× 10−27kg，重力加速度の大きさ g = 9.8m/s2，Dirac

定数（Planck定数を 2πで割った数）ℏ = 1.05 × 10−34J · s および 1J = 6.24 × 1018eV

である。

次の事実は証明せずに用いてよい。積分

Φ(z) =
1√
π

∫ ∞

0
du cos

[
zu+

u3

3

]
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で定義される関数Φ(z)をAiry（エアリー）関数というが，Φ(z = 0) > 0，Φ(z → +∞) →
0であり，そのゼロ点 znは全て負で，無限個あり，

z0 = −2.34, z1 = −4.09, z2 = −5.52, ...

で与えられることが知られている。

3. 次に，時間に依存した波動関数 ψ(x, t)で記述される一般的な運動を調べよう。

(1) ψ(x, 0)を固有値方程式Hψn(x) = Enψn(x)の固有関数ψn(x)の完全規格直交系{ψn(x)}∞n=0

で展開し，ψ(x, 0) =
∑∞

n=0 cnψn(x) とおくと，

ψ(x, t) =

∞∑
n=0

cnψn(x)e
− i

ℏEnt

は時刻 tでの Schrödinger方程式の解になっていることを示しなさい。ただし，H はこ
の Schrödinger方程式に従う系のハミルトニアン演算子である。

(2) 時刻 tでの Schrödinger方程式の解は

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dw G(w, x, t)ψ(w, 0)

と書ける。このような関数G(w, x, t)を ψn(x), ψn(w)とEnを用いて表しなさい。その
結果は，t = 0で両辺が等しいことから要求されるG(w, x, 0) = δ(w − x) を満たしてい
ることを示しなさい。ここで，δ(w − x)はDiracのデルタ関数である。

(3) 1次元で，全く力が働かない場合に，G(w, x, t)をw, x, tの関数として求めなさい（−∞ <

x,w <∞)。

次の積分公式は証明せずに用いてよい。複素数A,Bに対して，∫ +∞

−∞
dz exp

[
−A

2
z2 +Bz

]
=

(
2π

A

)1/2

exp

[
1

2A
B2

]
4. 以下では，ミラーがない場合に，時間に依存した波動関数 φ(x, t)で記述される運動を調
べよう。エネルギー固有値 Eは，ミラーが存在するときは 2.で考察したように離散的であっ
たが，ミラーがない場合には連続的な値をとるようになった。この場合，2.の結果を用いて，
3.(2)で導入したG(w, x, t)を w, x, tの関数として求めると

G(w, x, t) =
( m

2πiℏt

)1/2
exp

[
− i

24

mg2t3

ℏ
− i

2

mgt

ℏ
(w + x) +

i

2

m

ℏt
(w − x)2

]
となる。ここで iは虚数単位である。
このとき，時刻 t = 0での波動関数 φ(x, 0)が波束

φ(x, 0) =
1

(πa2)1/4
exp

(
− x2

2a2

)
（aは正の定数）で与えられると仮定して，その後の時刻 t > 0での波動関数 φ(x, t)の絶対値
の２乗 |φ(x, t)|2を計算して，波束の中心と波束の広がりはどのような時間依存性を示すかを
答えなさい。また，それぞれのmと gに対する依存性を述べなさい。計算が遂行できない場
合でも，結果の予想を理由をつけて述べなさい。
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